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van twea 2.Xx E»tabellen .

Inleiding.

Naar aanleiding van een onderzoek van T.N.0. = A.B.V,
werd een door G.W._Snedecor, Statistical Methods, Iowa State
College Press 1948, p. 202 en 203 vermelde toetsingsmethode
onderzocht. Deze methode bleek afkomstig van M.S._Bartleti,
Contingency table interactions, Jrn.Roy.Stat.Soc. Suppl. 2
(1935) p. 248-252, De conclusie was, dat deze toetsingsme-
thode fout is, terwijl anderzijds een correcte exacte toets,
geschikt voor kleine asntallen, in het artikel van Bartlett
beschreven is. Eén en ander wordt in de volgende paragrafen
nader uiteengezet.

In het laatste gedeelte van dit rapport is een toetsingse
methode vermeld voor een hypothese, die van die van Bartlett
verschilt, maar die bij dezelfde en sanverwante problemen
wellicht eveneens relevant zal zijn.

NHotaties.

Wij beschouwen een collectie, waarvan ieder element onderw
worpen is aan 3 alternatieven

Ay, B, B, B en ¢, €.

Het geheel is dus een categorisch systeem met 8 kenmerkent

(1). AABAC AnBAC
ArBacC ArBaAC
EABaC AnBAl
AnBac EaBaC

Dit systeem is op te vatten, als bestaande uit 2 dubbele
dichotomieén van de kenmerken A en X en B en B, waarbij in
het ene geval ieder element ook het kenmerk C, in het andere
geval het kenmerk C bezit.
(2).
Wij duiden de frequenties van deze kenmerken in de collec-

tie aan met ﬁ;/J s Waarin

i=18ls A geldt; i = 0 als & geldt

=1 " B " 3 §=0gals B

k=1 " ¢ " s x=0 ®* §
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(3).

Het resultaat van sommatie over i wordt aasngeduidmel Piks
dus een punt op de plaats van de eerst index. Op analoge
wijze kan men sommatie over , en @vsrﬁ » alsmede over 2
der 3 indices aanduiden. Dus (mede omdat het kenmerkensysteem
ecategorisch is)e

PEBAC] = Pus * Pou = P.ug
PLCI= Pus + Pios + Pogs *+ Poos = P..t

(4).
%orwaardelijke waarschijnlijkh@den duidt men aan als
volgts
P.[AAB] = p, 5
gl\ﬁi:’&} Pamn

(5)s

Voor aantallen elementen met een bepaalde kemmerken combie
natie gebruikt men op analoge wijze de notatie 7%, {,; s dus
DoVt

M,, = asntal elementen met kenmerk A, B, C
= My, o+ Py + My, P01 ete.

A

Bij één dubbele dichotomie:

i

| A A
pr f2
ﬁ% *ﬁl:

waarin fa, ge ey ﬁ‘ de onvoorwaardelijke kansen van de ver-
schillende kenmerkencombinaties zijn, wordt de grootheid

ﬁ';

de interactie gen@smd. De hypothese, die dan gewoonlijk ge-
toetst wordt, iss

(7)

(6)

Daar p, = P{AI\ B = Pg L[A]. ?fB} is men analoge uitdrukkin-
gen voor £, , #s en #, gelden, aequivalent met

#* ’ -
(77) Ps [A] = Pg [Al.

Noemen wij nu de interacties van de 2 x 2-tabel van de
elementen, die het kenmerk C resp. het kenmerk C bezittens
‘?2 resp. fﬁf s dan is de door Bartlett gestelde hypotheses
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4.

J; = ‘Z::' s 0f, uitgedrukt in de onvoorwaardelijke waarschijn
lijkheden f‘/{ ¢

(8) P, Lrot o Puo | Pre
Pou Poor Pero  Pooo

Deze hypothese kan ook in voorwaardelijke waarschijnlijk-
heden worden uitgedrukt. Daar nl.

ﬁffﬁ =p. 4 ﬁ&jw

is, is (8) aequivalent me%

(9) " . Prom = LPu@d | fiom

Porm Poom f@/ ﬁ@o?’m
hetgeen op analoge wijze verder herleid kan worden tot

(10) 24 i) - P s
Poiit  poaa  pora ora“s\

De aequivalentie van (8), (9) en (10) heeft tot gevolg, dat
de exacte toets van Bartlett niet alleen toepasbaar is, indier
de randtotalen stochastisch zijn en de onvoorwaardelijke
waarschijnlijkheden bestaan, maar ook indien bepaslde randto-
talen gegeven zijn door de aard van het experiment, of door de

-experimentator gekozen zijn. Bartlett gaat nl. wel uit van de

onvoorwaardelijke waarschijnlijkheden (dus van (8) als hypo=-
these), maar zijn toets is een voorwaardelijke onder de voor-
waarde, dat de randtotalen de bij het experiment gevonden
waarden aannemen.

Exacte toets van Bartlett.
In punt (4) van zijn artikel schetst Bartlett een exacte

toets van zijn hypothese, die voor kleine steekproeven toe~-
gepast kan worden.

Hij gaat uit van de a priori kans /D[ﬂg‘)pm in een steekproef
met uitgebreidheid /¥ , 7, elementen met kenmerk AA BAC, 7,
elementen met kenmerk AABAC ete. te vinden. Deze kans is

(A1) o) = LBy s o\ Py = Poss] Emyy =¥ ] =

w!
= }?W
W—» 74 / Y& ‘

Y4

Deze kans heeft betrekking op een T-dimensionale steekproef

ruimte. Immers iedere steekproef wordt gekarakteriseerd door

8 grootheden ~%; j » Waartussen slechts één relatie

S 4
7 ﬂ@?i;&& N Dbestaat.
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Men kan opmerken, dat na substitutie van

(12) Pih = g (=) . %
(11) overgaat ins

N/

W—m“ / &ﬁ
ik g

4

&tfﬁ

(1%) ‘ﬁfm‘fﬁ} =

immers er geldts

4 - m & N .
(14) @m P Peoso f wg A Puo P )

krachtens (8), d.i. de te toetsen hypothese.

Omdat de verdeling gekarakteriseerd door (11) 7edimensioce
naal is, construeert Bartlett een toets, onder de voorwamarde
dat alle randtotalen vast zijn.

Hij beschouwt dus alle steekproeven wasrvoor behalve

”’y“/.” N geldts

Zm..‘ e \ waarbij 2% 4, .. £ en 7 .
; l/ - é.

constanten zi;jn voor ¢ , / y & =
Oenl

;an‘/‘ = M‘] J

(Voor deze randtotalen worden dan, bij toepassing van de

toetsingsmethode, de bij het experiment gevonden randtotalen

genomen).
Dit is mogelijk door behalve N nog 6 andere onafhank

randtotalen te geven: bv.:

(15) ml./ = e/.l 3 01“’ @a 2%, ,, = €. .
Moo= CrLot M= c./a $ "”’"}/. = €y

Door de randtotalen vast te houden, bepalen wij 6 onafw
hankelijke relaties tussen de mgg « Alle steckproeven met
gegeven randtotalen liggen dus in een ééndimensionale lineaire
deelruinte R van de oorspronkelijke steekproefruimte.

Tot R behoort een eindig asantal steekproeven, omdat alle

mn‘ geheel en nietnegatief zijn.

* Indien de ¢ 's klein: zijn, blijPt een zeer klein asntal
mogelijkheden voor %, overi bij iedere 2, iz met bew
hulp van de gegeven c¢'s en N, precies &&n stelsel ""‘”‘yi
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te vinden, zodat wij een ééndimensionale verdeling over-

houden. Ieder punt van R is bepasld door ¢ ,, Van de corres-
ponderende steekproef.

(16).
Stellen wij nu

ﬁ?ﬁf/ﬁ = &gfﬁ » dan geldt
1. De @f}-ﬁ voldoen aan relaties amanloog aan die vermeld
onder (15)
&I

&901 o &011 = &o_, etc,

= ©

2o ledere steekproef, die behoort tot R, kan worden gekarake-
teriseerd doors

(17) @ffj;f +* /=t x
Bewijst Als %, = 4, - X, geldi(wegens:
,, + «@f;,o = ﬁ”’ + & vo = C,pe)

s ﬁ"l/@"" Ao

etc.

3. Als een steckproef kan worden Bekarakteriseerd door (17)
behoort zij tot R.

“Cn y = ¥ By R = &, +d, = Cyy, ete.
Het is dus volkomen aequivalent of een steckproef behoort
tot R, dan wel gekarskteriseerd kan worden door
voldoen aan (17).
Omdat (17) overeenkomt met (12),kunnen we schrijven voor
een gmnfh dat behoort tot Rs

& N &)f : @
/7 WO AL S as
ga TyE Y 4 Ty

waarin C onafhankelijk van de M‘,'j*ﬁ 15, Stellen we

(19) fﬂ [y"“?’cjfj = PE *”i’l"y{ = lef ]ﬁﬁ
dan geldtr

(20)  Be (7y4)= El7y4)

PLe]
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waarin P [R] , - de kans is, dat een steekproef tot R bee
hoort, dus een bepaslde constante. Waaruit volgts

/
(21) 44 gmg/ = — C’onafh. ven de

o, 7 ..
| jg— sk Pk

Wij hebben reeds gezien, dat, als de gegeven aantallen
klein zijn, het aantal in aanmerking komende waarden wvoor
%, , dus voor alle 4 » beperkt is. In dat geval is het
practisch mogelijk d)a voorwaardelijke verdeling, gekarakteri-
seerd door (21) ( C te bepslen uit Zp; = 1), te berekenen.
In dat geval bezitten we hierin dus een mogelijkheid om de
hypothese (8) te toetsen.

1 .
Be X =toets van Bartlett.

) 2
Voor grote steckproeven, beveelt Bartlett een Y ~toets
aan. Daarbij gaat hij er van uit, dat er tussen de verwach-
tingen a{;’/& y de relatie

(22) Gy Py %100 010 = Pno Povo Rro) Gorn

bestaat.
Met een tegen-voorbeeld kunnen wi]j gemakkelijk aantonen

dat deze relatie niet juist is.
Dit tegen-voorbeeld is het volgende:

W,y =2 My, =3 MWy =3

M, 0= 4 o= 3 Py =4
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6.

De gegeven randtotalen laten voor ¢, alleen de waarden
1 en 2 toes

BEr geldt alss »,, = 1t

My, = 1, Moy = 25 Per= 1

Py = 3 Moo = 1, mﬂ/az 0 Ppo0= 2

Dan: (zie (21))

k o4
Plw,=1]= < 77

71/ 371/ 37177 0027

als #,= 2

2%, = 0 ”, = 1 %= 2
m,, = P 2,
& e
£lm,=2]=- =/
27079/ 27 2/ 2/ 1/ 7/ /
3 < M
[N Y =
PV 1ldus C = ,,
“ ' . 3

f-u/“ lj = ;é Pii?glllz Qj = ?5-

We vinden duss

. 3 g
@}Il = \gf&?ell/ = ;é‘l +?;'2 = ? s
waarna we, gebruik mekend van 1%  onder (16), vindens
2
%/a ; 5 &0// = ;é 4
-4 = y

Ku geld"kt ﬁ/[/ &00/ 00 O

YN

en
ﬁ//@ &/o/ @al/ @W’a

Dus de relatie (22) geldt niet voor dit voorbeeld:

Derhalve is de x'=toets en de andere door Bartlett aange-
geven toets, in deze vorm niet correct.

Tostsin& van de i-gpotheae, dat twee dubbele dichotom-ieén

&‘E&?;Lﬁ. verschiing_g;];.
Wij beschouwen weer de twee dubbele dichotomieén van §

de dichotomiedn zijn dus A en A en B en B, terwijl de twee
gevallen worden onderscheiden doordat in het éne geval alle
elementen het kenmmerk § en in het andere geval het kenmerk
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G bezitten.
Schematisch kunnen wij dus de 2 x 2-tabellen als volgt

aangevens
c ¢
A K | A K
B »”, % B| 7,, o
B . 001 B %00 PPoce

Indien nu deze twee 2 x 2-tabellen onafhankelijke ex-

perimenten omtrent hetzelfde verschijnsel zijn, zal voldaan
zijn aan de volgende betrekkingens

(23) B 1A = Fypg L4]
(24) ‘PEAC 4 = Pgpz (4]

(25) 2y, (8] = 2,z [8)
(26) L7pe L8] e Pspa lal

voorzover de genoemde voorwaardelijke waarschijnlijkheden
gedefinieerd zijne
Deze hypothesen kunnen achtereenvolgens getoetst worden

door toepassing van het X' ~criterium (of een andere metho-
de) op de volgende 2 x 2~tabelleng

B B A K
|a K A K |3 B |3 B
C (?%, Pou C 17, 0, C|?%, ", C |?% oos
c mllo ""”om 6 @00 *””ooa ¢ ”’7/0 M/oo 6 y”'olo MOoo

Op deze wijze wordt een gedifferentieerd overzicht ver-
kregen over de (eventuele) invloed ven de kenmerken C en C
op de voorwaardelijke waarschijnlijkheden van A en B. Bij de
interpretatie van resultaten zal men echter voorzichtig moe-
ten zijn, daar de 4 toetsingen onderling afhankelijk zijn.
Opmerkings de hier gestelde hypothesen gaan veel verder dan
de hypothese van Bartlett,daar deze laatste slechts inhoudt,
dat een bepaalde dubbelverhouding van voorwaardelijke waare
schijnlijkheden door de kenmerken C en C niet wordt beinvloe¢
Daar de hypothese van Bartlett vervuld is, ales de in deze
paragreaf gestelde hypothese juist is, volgt uit verwerping
van de eerstgencemde ook die van de laatstegenoemde, echter
niet andersom.



